Weitere Uberraschungen im Zusammenhang mit dem Schnur-Orakel

NORBERT HENZE, KARLSRUHE

Zusammenfassung: Bezeichnet R, die Anzahl der
entstehenden Ringe beim rein zufilligen Verknoten
der Enden von n Schniiren, so hat das Ereignis {R, =
1} eine iiberraschend hohe Wahrscheinlichkeit (siehe
Prochno und Schmitz (2013)). Welche Verteilung be-
sitzt R, ? Gibt es eine einfache Formel fiir den Erwar-
tungwert von R,? Kann man eine Ndherung fiir die
Verteilung von R, fiir grofies n angeben? Im vorlie-
genden Aufsatz werden diese Fragen beantwortet. Es
wird sich u.a. zeigen, dass der Erwartungswert von
R, schon fiir kleine Werte von n bis auf drei Nach-
kommastellen durch 0,5 Inn+0,98175 gegeben ist.
Uberraschenderweise erhdlt man also selbst bei ei-
ner Million Schniire im Mittel weniger als 8 Ringe.

1 Einleitung

Man fasse n gleich lange Schniire so in der Mitte,
dass die 2n Enden frei herunterhingen und nehme
die Schnur-Mitten in eine geschlossene Faust, so dass
nicht ersichtlich ist, welche Schnur-Enden zusam-
men passen. Jetzt bitte man jemanden (weil man hier-
zu zwei Hénde frei haben muss) alle Schnur-Enden
rein zufiillig zu verknoten. Offnet man danach die
Faust, so entsteht eine mit R, bezeichnete zufillige
Anzahl von Ringen.

Prochno und Schmitz (2013) haben ausgehend vom
Fall n = 3 die (erstaunlich grofe) Wahrscheinlichkeit

@Y n—1)1)?

PR =1) = =31,

(1)

hergeleitet und mit Hilfe der Stirling-Formel hierfiir
die Nédherung

_VE
2v/n—1
angegeben. So ist selbst bei 50 Schniiren die Wahr-

scheinlichkeit noch ca. 1/8, dass nach Offnen der
Faust nur ein einziger groBer Ring entsteht.

PR,=1) =

Ganz natiirliche Fragen, die sich hier geradezu auf-
drangen, sind:

e Welche Verteilung besitzt R,,?
e Welchen Erwartungswert besitzt R,,?

e Gibt es Zusammenhdnge mit anderen Vertei-
lungen?

e Wie verhilt sich R, bei wachsendem n?

Wir werden im Folgenden alle diese Fragen beant-
worten und weitere Uberraschungen im Zusammen-
hang mit dem Schnur-Orakel erleben. So ist der Er-
wartungswert von R,,, also die auf die Dauer erwarte-
te mittlere Anzahl an Ringen, selbst bei 50 Schniiren
kleiner als 3 und bei einer Million Schniiren klei-
ner als 8. Es wird sich auch zeigen, dass die Ver-
teilung von R, eng mit der Verteilung der Anzahl
der Rekorde in einer rein zufilligen Permutation der
Zahlen 1,2, ..., 2n verkniiupft ist (siche Abschnitt 6
oder ausfiihrlicher z.B. Henze (2008)). Wir wer-
den zudem eine exakte und eine sehr genaue Néhe-
rungsformel flir den Erwartungswert von R, angeben
und auch die Varianz von R,, sowie die exakte sowie
die asymptotische Verteilung von R, bestimmen. Der
Schliissel fiir diese Ergebnisse ist eine Darstellung
von R, als Summe unabhéngiger Indikatorvariablen.

2 Die Verteilung von R,

Offenbar kann die Zufallsvariable R, jeden der Werte
1,2,...,n annehmen. Um die mit

Pnik = P(Rn - k)7

bezeichneten Wahrscheinlichkeiten und damit die
Verteilung von R, zu bestimmen, beginnen wir mit
der Situation, dass nur zwei Schniire vorliegen. Hier
erhélt man unmittelbar

2 1
37 p2,2_37

denn der Fall R, = 1, also das Entstehen nur eines
Ringes, tritt genau dann ein, wenn das fiir die Ver-
knotung gewihlte Schnur-Ende mit einem der beiden
Enden der anderen Schnur verknotet wird. In glei-
cher Weise ist der Fall n = 3 schnell abgehandelt: Es
gilt

k=1,...,n

P21 =

8 6 1

P31 = 15’ P32 = 15 P33 = 15

Dabei wurde p3; in Prochno und Schmitz (2013)
hergeleitet. Die Maximalzahl von drei Ringen kann
sich nur ergeben, wenn die erste Verknotung mit dem
anderen Ende der gewéhlten Schnur erfolgt, wofiir
einer von fiinf Fillen giinstig ist. Fiir die zweite Ver-
knotung ist dann einer von drei Féllen giinstig. Nach
der Pfadregel erhilt man die Wahrscheinlichkeit p3 3
zu 1/5-1/3 = 1/15. Die Wahrscheinlichkeit p3,
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folgt jetzt ohne weitere Uberlegungen aus der Bezie-
hung p3 1+ p32 + p33 = 1. Aus den obigen Wahr-
scheinlichkeiten ergeben sich die Erwartungswerte
von Ry und R3 zu

4 |
ER) =2 -14=2=2=14=
(R>) + =1+
8 6 1 23 11
ER}) = — 14+ — 24— .3="2— 144
(Rs) 5 T35 57373

Die folgende, schon in Prochno und Schmitz (2013)
angestellte Uberlegung zeigt, wie man die Verteilung
von R, rekursiv erhalten kann: Sind die Wahrschein-
lichkeiten p, 1,...,pa, fiir ein n bestimmt, so fiigen
wir den n Schniiren gedanklich eine weitere (n+ 1)-
te Schnur hinzu. Aus Symmetriegriinden kénnen wir
eine rein zufillige Verknotung der n + 1 Schniire be-
ginnen, indem wir fiir die erste Verknotung eines der
Enden der (n+ 1)-ten Schnur in die Hand nehmen.
Unter den insgesamt 2n 4 1 moglichen Verknotungen
fithren 2n zu keinem Ring, sondern eliminieren nur
eine Schnur fiir weitere Verknotungen. Eine Verkno-
tung, namlich die mit dem anderen Ende der (n+1)-
ten Schnur, ergibt einen Ring, der zu den bei der
Verknotung der restlichen »n Schniire entstehenden
Ringen hinzukommt. Diese Uberlegungen miinden
in der fiir jedes n > 2 und jedes kmitk=1,...,n+1
geltenden Rekursionsformel

2n 1

e 1. 2
2n+1pn,k+2n+1pn,kl ()

Pnr1k =

Dabei haben wir fiir jedes 7 p,, o := 0 sowie p,, 41 1=
0 gesetzt.

Die obige Rekursionsformel ergibt fiir den Fall » =4
die Wahrscheinlichkeiten

B 48 _ 44 _ 12 B 1
P41 = 105 P42 = 105 P43 = 105’ Paas = 105

Formel (2) bedeutet geometrisch, dass man aus-
gehend vom Stabdiagramm der Verteilung von R,
wie folgt dasjenige von R, erhdlt: Man staucht
die Stibchenhéhen p,; zum einen mit dem Fak-
tor 2n/(2n 4+ 1), zum anderen mit dem Faktor
1/(2n+1). Das 2n/(2n + 1)-gestauchte Stabdia-
gramm beldsst man, das andere verschiebt man um
Eins nach rechts und addiert die Stabchenhdhen zu
den belassenen hinzu. Auf diese Weise entsteht eine
»Mischung* der Verteilungen von R, und R, mit
den Mischungsfaktoren 2n/(2n+1) bzw. 1/(2n+1).

Abb. 1 zeigt das Stabdiagramm der Verteilung von
Rso. Die Wahrscheinlichkeit fiir drei Ringe be-
tragt hier 0,2896, etwas unwahrscheinlicher ist mit

0,2840 der Fall von zwei Ringen. Die Wahrschein-
lichkeit, mehr als acht Ringe zu erhalten, ist kleiner
als 0,0004.
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Abb. 1: Stabdiagramm der Verteilung von Rsg

Da der Nenner bei der Berechnung der Wahrschein-
lichkeiten p,  gleich dem Produkt 1-3-...-(2n—1)
ist, ist mit der Festsetzung

nk

P(R, =k) =: 1-3-...-(2n—1)

das Aquivalent von (2) fiir die ganzen Zahlen Fnk
durch

Fnplk = 200+ Tpj—1 (3)
flirn>2und k=1,...,n+ 1 und den Festsetzungen
"o = Fnpt1 = 0 gegeben. Die Anfangsbedingun-
gen fiir die r,, x sind

V271 = 2, 1’272 =1. (4)
Tabelle 1 enthélt die (fiir » =2, » =3 und n = 4 schon

oben hergeleiteten) Werte 7, fiir n < 7. Wir werden
spater sehen, dass die 7, 4 iiber die Beziehung

Pk = 27K S, (k) (5)

mit den Stirling-Zahlen erster Art S,(k) zusam-
menhéingen (siche Abschnitt 6).

nlk 1 2 3 47 5] 6]7
2 2 I
3 8 6 1
4 48 44 12 1
5| 384| 400| 140 20| 1
6| 3840 | 4384 | 1800 | 349 | 30| 1
7 | 46080 | 56448 | 25984 | 5880 | 700 | 42 | 1

Tabelle 1: Die Zahlen 7, x

3 Modellierung von R, als Trefferanzahl

Obwohl der oben durchgefiihrte rekursive Ansatz auf
den ersten Blick kaum dazu taugt, eine einfache ge-
schlossene Formel fiir £(R,) anzugeben oder das
asymptotische Verhalten von R, fiir groles n zu be-
schreiben, steckt in ihm doch eine Erkenntnis, die
jetzt ausfiihrlicher beleuchtet werden soll.
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Fiithrt man fiir j = 1,...,n die Ereignisse
Aj:= {die j-te Verknotung fiihrt zu einem Ring}

ein, so stellt sich die zuféllige Anzahl R, der Ringe
als Summe

Ry = 14 +... 41y (6)

von Indikatorvariablen dar. Dabei ist 14; gleich 1
gesetzt, falls das Ereignis 4; eintritt; andernfalls ist
die Indikatorvariable 14, gleich O (siche z.B. Henze
(2010), Kapitel 3).

Die zentrale Erkenntnis ist nun, dass die Ereignis-

se Ay,...,A4, stochastisch unabhingig sind und die
Wabhrscheinlichkeiten
1

P4;) = ——— =1,... 7

( ]) 2(1’!-])—’-1, J ’ 1, ( )

besitzen. Hiermit lassen sich alle Verteilungsaussa-
gen liber R, mehr oder weniger direkt ableiten.

Man kann sich somit den fiir die Entstehung der An-
zahl R, der Teilringe wirkenden Zufall so vorstel-
len, dass wie bei einer Bernoulli-Kette unabhédngige
Versuche vorliegen, die jeweils einen Treffer oder ei-
ne Niete ergeben. Dabei sehen wir es als Treffer an,
wenn ein Ring entsteht; andernfalls liegt eine Nie-
te vor. Im Unterschied zur Bernoulli-Kette, in der
die Trefferwahrscheinlichkeit {iber die verschiedenen
Versuche gleich bleibt und folglich die Trefferanzahl
eine Binomialverteilung besitzt, haben wir es hier
mit Trefferwahrscheinlichkeiten zu tun, die von Ver-
such (Verknotung) zu Versuch zunehmen. Dabei be-
sitzt die letzte Verknotung die Trefferwahrscheinlich-
keit 1.

Um die stochastische Unabhingigkeit von 4y, ...,4,
und (7) einzusehen, betrachten wir zunéchst den Fall
j = 1. Hier ist (7) offensichtlich, ist doch — ganz
gleich, welches der 2n Schnur-Enden man zuerst in
die Hand nimmt, die Wahrscheinlichkeit, dass man
»einen Treffer landet“, also einen Ring erhilt, gleich
1/(2n— 1), denn nur eines der gleich wahrscheinli-
chen Schnur-Enden ist hierfiir giinstig. Die entschei-
dende Erkenntnis beginnt schon bei der Bestimmung
von P(A4;): Hat die erste Verknotung einen Treffer
im obigen Sinn ergeben, so liegen n — 1 Schniire
fiir weitere Verknotungen vor; man kann den ersten
Ring gedanklich wegnehmen. Hat die erste Verkno-
tung keinen Treffer ergeben, so liegen ebenfalls n — 1
Schniire vor, nur ist eine dieser Schniire jetzt dop-
pelt so lang wie die anderen. Die Wahrscheinlich-
keit, bei der zweiten Verknotung einen Treffer zu lan-
den, also einen Ring zu erhalten, ist — ganz egal, mit

welchem der 2(n — 1) Schnur-Enden man beginnt —
gleich 1/(2(n—1) —1). Es gilt also (7) fiir j = 2.

Obige Uberlegung zeigt auch, dass die Ereignisse
A1 und 4; stochastisch unabhingig sind. Ganz allge-
mein liegen im Fall j > 2 vor der j-ten Verknotung —
unabhingig davon, welche vorherigen Verknotungen
Ringe ergeben haben oder nicht — noch 2(n — ;) +2
Enden vor. Nach rein zufdlliger Wahl eines dieser
Enden ist die Wabhrscheinlichkeit fiir einen Treffer
gleich P(4;) =1/(2(n— j)+1). Diese Einsicht lie-
fert neben der Giltigkeit von (7) auch die stochasti-
sche Unabhéngigkeit von A4y, ...,4,.

Da sich ein einziger Ring genau dann ergibt, wenn
keines der Ereignisse 41,...,4,_; und somit jedes

der komplementiren Ereignisse 4{,...,4S_; eintritt,
folgt wegen der Unabhingigkeit
n—1 n—1
2(n—J)
(Rn =1) ]131 (4)) ]I:IIZ(n—j)+1

und damit das schon aus Prochno und Schmitz
(2013) bekannte Ergebnis (1).

4 Erwartungswert und Varianz von R,

Da die Indikatorvariable 1,4 eines Ereignisses 4 den
Erwartungwert

E(1y)=1-P(4)+0-P(A) = P(4)

besitzt, folgt wegen der Additivitit der Erwartungs-
wertbildung (siehe z.B. Henze (2010), Kapitel 12)
aus Darstellung (6) die Gleichung

E(R,) = iP A

T L I
- 3°5
Diese bestétigt insbesondere die schon in den Fillen
n =2 und n = 3 erhaltenen Ergebnisse. Bezeichnet
allgemein
1

1 1
H=14+-4+=-+...4+-
k +2+3+ +k

die k-te harmonische Zahl, so gilt
51 1
E(R,) = Hy, — 27 = HZH—EH,,.

Ein Vergleich des als Summe von Rechteckflichen
deutbaren Ausdrucks Hj mit den Integralen [ Ikx*1 dx

und [F(x+1)"
In(k+1) <Hy < 1+Ink.

!'dx ergibt die Abschitzungen
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Genauer ist die Approximation
Hy ~ Ink+vy (8)

mit der Euler-Mascheronischen Konstanten y =
0,57721.... Dabei konvergiert die Differenz der bei-
den Seiten von (8) fiir k — e sogar gegen Null (Heu-
ser (1994), S. 185). Mit obiger Approximation folgt

E(R,)

Q

1
In(2n) +vy— 3 (Inn+vy)

1
= Elnn+ln2+g

1
~ 5 Inn+0,98175
= Iny/n+0,98175.

Tabelle 2 zeigt, wie gut obige Approximation schon
fiir kleine Werte von 7 ist. Viel liberraschender ist je-
doch, dass der Erwartungswert von R, nur sehr lang-
sam mit n wiachst. Selbst bei einer Million Schniiren
stellen sich im Mittel weniger als acht Ringe ein.
Diese Erkenntnis steht ganz im Einklang mit der in
Prochno und Schmitz (2013) gemachten Beobach-
tung, dass die Wahrscheinlichkeit fiir nur einen Ring
erstaunlich hoch ist.

exakt | Approximation

3] 1,533 1,531

4| 1,676 1,675

51 1,787 1,786
10 | 2,183 2,183
20 | 2,480 2,480
50 | 2,988 2,988
100 | 3,284 3,284
1000 | 4,436 4,436
10° | 7,890 7,890
10° | 11,343 11,343

Tabelle 2: Erwartungswert von R,,

Da die Ereignisse 41, ... ,A, stochastisch unabhédngig
sind, ist die Varianz V' (R,) von R, gleich der Summe
der Varianzen der 14, (Henze (2010), Kapitel 22).
Weil eine Indikatorvariable 1,4 nur die Werte 1 und 0
annehmen kann, stimmt sie mit ihrem Quadrat {ibe-
rein, und es folgt

v = E(3)-(E1L))
— E(14)—P(4)
= P(4)—P(4)*

Aus E(R,) = ¥/i_1 P(4;) und (6) folgt dann

V(R\) = ERy)—Y, 1

Wegen

- 1 T
— = — =~ 1,2337
j; (2k—1)? 8
(siehe z.B. Heuser (2004)) ist die Varianz nur wenig
kleiner als der Erwartungswert; es gilt

ER,)—1,2337<V(R,) <E(R,). (9

5 Das Verhalten von R, fiir n —

Ein grundlegendes Resultat der Wahrscheinlichkeits-
theorie besagt, dass Summen unabhingiger Zufalls-
variablen bei wachsender Anzahl von Summanden
unter gewissen Voraussetzungen asymptotisch nor-
malverteilt sind, also wie im Fall einer Bernoulli-
Kette fiir die Zahl der Treffer ein Zentraler Grenz-
wertsatz gilt (im Fall der Bernoulli-Kette ist die-
ser Grenzwertsatz mit den Namen de Moivre und
Laplace verkniipft). Eine hinreichende Bedingung
hierfiir geht auf Ljapunov zuriick (siehe z.B. Klen-
ke, A. (20006), S. 305).

Im vorliegenden Fall wére die Anzahl R, der Ringe
nach Standardisierung, also die Zufallsvariable

~  R,—E(R,)
T V(R

)

flir n — o asymptotisch standard-normalverteilt,
wenn mit den Abkiirzungen
1

Vi=1y, A
Jom My 2n—j)+1

cj:=Pd;) =

n—soo

. 1 zn 4
1 (V(Rn))2 J=1 (V] CJ) ’ 1o

erfiillt ist. Dass die Konvergenz (10) in der Tat be-
steht, ergibt sich, indem man

4 4 3 2,2 3 4
(Vi—c;)" =V; —4c;V; +6ciV; —4ciV;i+c;

ausrechnet, die negativen Terme auf der rechten Sei-
te durch 0 nach oben abschétzt und die Gleichung
ij =V (= Vj3 = V;‘) beachtet. Wegen E(V;) = c;
und ¢; < 1 folgt dann

E(Vj—cj)4 < cj—|—6c§+6‘§ < 8¢;
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und somit
SEWV,—c;))* <83 c; = 8E(Ry).
j=1 j=1

Mit (9) erhalten wir

BE(R,)

SEV—e)ts (E(R,) —1,2237)?

und folglich (10), da lim,, ;. E(R),) = o°.

6 Abschlieflende Bemerkungen

1. Es seien Q die Menge aller Permutationen
(ai,...,as,) der Zahlen 1,...,2n und

B; = {(al, cay) EQia; = nllax a,}

die Menge derjenigen Permutationen, die in
der j-ten Komponente einen Rekord aufwei-
sen. Denkt man sich ay, ay, ..., ay, wie Karten
nacheinander aufgedeckt, so tritt B; ein, wenn
die j-te Zahl einen Rekord liefert, also a; unter
den bis dahin aufgedeckten Zahlen die grofite
ist. Die Anzahl

X2n:131+-~-+132n

der Rekorde in einer rein zufélligen Permutati-
on der Zahlen 1,2,...,2n ist eine Summe von
unabhéngigen Indikatorvariablen 13,,...,13,,,
wobei P(Bj) =1/j, j=1,...,2n (siche Hen-
ze (2008) oder Henze (2010), Kapitel 12). Mit
(6) folgt, dass R, die gleiche Verteilung besitzt
wie die Summe

131 +133 —|—...+132n71,

also die Anzahl der Rekorde in einer rein
zufilligen Permutation der Zahlen 1,....2n
zu ungeraden Zeitpunkten. Am Rande sei be-
merkt, dass die Zahl der Rekorde in einer rein
zufdlligen Permutation die gleiche Verteilung
besitzt wie die Anzahl der Zyklen (siehe z.B.
Blom, G., Holst, L., und D. Sandell (1994), S.
651t).

2. Die liber die Rekursionsformel (3) und die An-
fangsbedingung (4) definierte Zahl r, ; ergibt
sich als Koeffizient von x* nach Ausmultipli-
zieren des Ausdrucks

x(x4+2)(x+4)-...-(x+2n—2).

So erhélt man etwa fir n =4
x(+2)(x+4) (x+6)

(vgl. die dritte Zeile in Tabelle 1). Die in (5)
angegebene Beziehung zwischen 7, ; und der
Stirling-Zahl S, (k) ergibt sich unmittelbar aus
der Definition von S, (k) iiber die Gleichung

= 48x +44x” + 12x° +x*

x(x+1)(x+2)...(x+n—1)= ZS

(siche z.B. Blom, G., Holst, L., und D. Sandell
(1994), S. 68). Ersetzt man hier x durch x/2,

so folgt
n— l

2n (x+2j) = z Su(
und somit

nfl

(x4+2j) = 2 S, (k)2 K,

Jj=0

also (5).

3. Farbt man das eine Ende jeder Schnur rot
und das andere griin und vereinbart, dass
grundsétzlich nur rote und griine Enden mit-
einander verknotet werden diirfen, so ver-
grofert sich offenbar die Aussicht, geschlos-
sene Ringe zu erhalten. Bezeichnet D; das
Ereignis, dass die j-te rein zufillige Verkno-
tung einen Ring liefert, so sind mit den glei-
chen Uberlegungen wie oben die Ereignis-

se Di,...,D, stochastisch unabhidngig, und es
gilt P(D;)=1/(n+1—j) fir j=1,...,n. Die
Anzahl

Sn:1D1+---+1D,,

der entstehenden Ringe hat dann die gleiche
Verteilung wie die in Henze (2008) behandel-
te Anzahl der Rekorde in einer rein zufilligen
Permutation der Zahlen 1,2,... 5.

7 Zusammenfassung

Verknotet man die Enden von n Schniiren rein
zufillig miteinander, so entsteht mit verbliiffend ho-
her Wahrscheinlichkeit ein einziger Ring (Prochno
und Schmitz (2013)). In diesem Aufsatz wird in nahe
liegender Verallgemeinerung hierzu die Verteilung
der Anzahl R, der entstehenden Ringe bestimmt.
Hierbei treten die Stirling-Zahlen erster Art auf. Uber
eine Darstellung von R, als Summe stochastisch un-
abhéngiger Indikatorvariablen ergeben sich Erwar-
tungswert und Varianz von R, sowie ein zentraler
Grenzwertsatz fiir R, beim Grenziibergang n — oo,
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Die Verteilung von R, ist die gleiche wie die Vertei-
lung der Anzahl der Rekorde in einer rein zufalligen
Permutation der Zahlen 1,2,...,2n, wenn man nur
die Rekorde zu ungeraden Zeitpunkten zihlt.

Sicherlich werden im Schulunterricht nur die
Ausfithrungen der Abschnitte 2 (exakte Verteilung,
Rekursionsformel, Tabellenkalkulation!) und 3 (Dar-
stellung von R, als Summe von ,Treffer/Niete-
Variablen von unabhdngigen Ereignissen) und die
daraus resultierende Formel fiir den Erwartungswert
behandelt werden kdnnen. Die dartiber hinaus gehen-
den Betrachtungen sind héhere Gesichtspunkte, die
eine Lehrkraft in der gymnasialen Oberstufe idealer-
weise kennen sollte.
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